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COMMENCER

Comment travailler ce dossier

Un dossier de révision organisé pour retrouver les définitions, les hypothéses des théorémes, les
méthodes de résolution et les erreurs classiques. Chaque fiche contient un exemple expliqué et une
application corrigée ; les entrainements transversaux réunissent plusieurs chapitres.

Le bon périmétre

Le périmétre retenu est l'intégralité des rubriques de mathématiques approfondies et d’informatique
de premiére et deuxiéme années ECG. Le contenu de 'ancienne voie ECS sert de repére historique ;
ce dossier ne prétend pas couvrir les mathématiques appliquées ni tous les anciens programmes
ECS.

ECS et ECG : le repéere a garder

ECS désigne I'ancienne voie scientifique des classes préparatoires économiques et
commerciales. La filiere ECG a pris le relais a partir de 2021. Ce dossier s’adresse au parcours
actuel et signale les différences utiles avec les anciennes annales.

Une séance de travail

Lis une fiche, ferme le document puis reformule sa régle ou son argument central. Traite I'application
avant de découvrir le corrigé. Note la cause de chaque erreur et refais la question deux jours plus
tard. Les entrainements se rédigent sur une feuille séparée.

Ce que contient le PDF

95 fiches thématiques avec une application et sa correction, 18 entrainements plus développés, des
outils de révision et les références officielles et une grille de couverture. Les sujets et corrigés sont
des créations pédagogiques, sans affiliation aux banques de concours.

Les liens du sommaire, les signets et le pied de page permettent de naviguer. Les numéros indiqués sont ceux des
pages du PDF.
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CADRAGE

Programme et reperes d’épreuve

La référence est I'annexe |l du programme national ECG : deux années, quatre semestres et les
travaux pratiques Python. Le contrOle porte sur les notions et savoir-faire énumérés par ce texte, et
non sur un nombre arbitraire de pages. Une grille détaillée en fin de dossier relie chaque fiche aux
pages du programme officiel.

Les compétences visées

Raisonner : expliciter les hypothéses, quantificateurs et domaines. Calculer : maitriser les techniques
et vérifier la cohérence du résultat. Modéliser : traduire une situation en objets mathématiques.
Programmer : lire, compléter et interpréter des programmes courts. Communiquer : rédiger une
justification que le correcteur peut suivre.

Cours, applications et statut des résultats

Les rubriques des quatre semestres et les travaux pratiques sont couverts. Les méthodes de
simulation, la régression et les moindres carrés sont expliqués avec leur statut d’applications.
Les démonstrations réputées admises par le programme ne deviennent pas des preuves a
réciter. Le dossier prépare la révision ; les durées et coefficients d’épreuve se lisent dans la
notice du concours visé.

Utiliser les anciennes annales

Choisir des sujets de mathématiques approfondies ECG. Pour les anciennes annales ECS, retirer les
questions faisant appel a des connaissances sorties du programme, notamment les nombres
complexes. Le déterminant général, le polyndme caractéristique, la composition générale des
développements limités et le risque quadratique ne sont pas des résultats a connaitre dans le cadre
retenu.

Les durées et baremes des exercices de ce dossier sont pédagogiques. lls ne constituent pas un bareme officiel.
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FICHE 18 - ALGEBRE LINEAIRE

Valeurs propres et diagonalisation

Comprendre

Un réel A est une valeur propre de A s’il existe un vecteur v non nul tel que Av = Av. L’'espace propre
associé est Ker(A-Al). On cherche les valeurs de A pour lesquelles ce noyau n’est pas réduit a zéro,
en résolvant le systéme par Gauss. Si P(A) = 0, toute valeur propre est une racine de P ; il faut
ensuite vérifier les candidates.

Une matrice réelle de taille n est diagonalisable sur R lorsqu’il existe une base de n vecteurs propres
réels. La somme des dimensions des espaces propres doit alors étre n. Des vecteurs propres
associés a des valeurs propres distinctes sont linéairement indépendants. En particulier, n valeurs
propres distinctes suffisent ; cette condition n’est pas nécessaire.

Connaitre les valeurs propres ne suffit pas : il faut étudier les espaces propres. Les matrices
triangulaires permettent de lire les valeurs propres sur la diagonale, puis de résoudre les systémes
associés. Cette méthode respecte le cadre ECG sans recourir a un déterminant général ou au
polynéme caractéristique.

Exemple expliqué

Pour A = [[2,1],[0,3]], les valeurs propres sont 2 et 3. Les vecteurs (1,0) et (1,1) leur sont

respectivement associés. lls forment une base : avec P =[[1,1],[0,1]], on a A = P diag(2,3) PA(-1).
A toi de jouer

La matrice [[1,1],[0,1]] est-elle diagonalisable ?

Corrigé

La matrice est triangulaire : son unique valeur propre est 1. Le noyau de A-l est donné pary =0, de
dimension 1. On ne dispose donc pas d’'une base de deux vecteurs propres : A n’est pas
diagonalisable.

Point de vigilance : Le vecteur nul appartient a tous les espaces propres mais n’est jamais un vecteur
propre.
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FICHE 39 - ANALYSE

Taylor avec reste et controle d’erreur

Comprendre

Si f est de classe C*(n+1) sur un intervalle contenant a et x, alors f(x)=2[k=0...n] fA(k)(a)(x—a) k/k! +
R_n(x), ot R_n(x)=[[a,x] fA(n+1)(t)(x-t)*n/n! dt. Dans le cadre du programme, on peut I'utiliser
notamment pour les fonctions Ceo.

Si [fA(n+1)(t)|<M sur le segment entre a et x, alors |R_n(x)|sM|x-a|*(n+1)/(n+1)!. Cette inégalité de
Taylor-Lagrange donne une erreur chiffrée, contrairement a une seule notation o. Le majorant M doit
convenir sur tout le segment, pas seulement au point a.

La formule exacte pour un polyndme est un cas particulier ou une dérivée finit par étre nulle. Pour
une série comme celle de exp, la convergence vers la fonction se justifie en montrant que le reste
tend vers zéro lorsque n—«, x étant fixé.

Exemple expliqué

Sur [0 ; 0,1], exp(t)<exp(0,1)<1,106. Ainsi e”0,1=1+0,1+0,12/2=1,105 avec une erreur inférieure a
1,106%0,13/6<0,000185.

A toi de jouer

Majorer I'erreur de I'approximation cos x=1-x%2 sur |x|<0,1.

Corrigé

U

Taylor a I'ordre 3 en 0 donne le méme polyndme car cos'(0)=cos
de module <1. L’erreur est au plus |x|*/24<1/240000.

(0)=0. La dérivée d’ordre 4 est cos,

Point de vigilance : Le rang de la dérivée qui contréle le reste est n+1, pas n.
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FICHE 55 - ANALYSE

Optimisation sous égalités linéaires
Comprendre

Soit C={x ; g1(x)=bs,...,g_p(x)=b_p}, les gi étant linéaires, et H={h ; gi(h)=0 pour tout i}. Si C est non
vide, C=x,+H pour n'importe quel xo€C. Seules les directions heH sont admissibles.

Si f C* atteint un extremum local sur C en X,, alors Vf(xo)-h=0 pour tout heH. Ainsi
Vf(xo)eHL=Vect(Vg,...,Vg_p), donc il existe des réels A tels que Vf(xo)=2AiVgi. Résoudre ce
systéme en ajoutant les contraintes fournit des candidats ; cela ne prouve pas leur nature.

Une autre méthode consiste a paramétrer C par des variables libres puis a optimiser la fonction
restreinte. Pour établir un minimum global, réécrire la différence comme somme de carrés, utiliser
une inégalité ou appliquer un critére de convexité a la fonction paramétrée. Le programme porte sur
les égalités linéaires, pas sur un théoréme général de contraintes non linéaires.

Exemple expliqué
Minimiser x2+y?+z? sous x+y+z=3 : 2x=2y=2z=A donne (1,1,1). Sur la contrainte,
X2+y?+72=3+(x=1)?+(y—1)*+(z-1)?23.

A toi de jouer

Minimiser x?+2y? sous x+y=3.

Corrigé

Poser x=3-y donne 3y*-6y+9=3(y—1)?+6. Le minimum global vaut 6, uniquement en (x,y)=(2,1). Le
systeme 2x=A,4y=A conduit au méme candidat.

Point de vigilance : Sous contrainte, le gradient n’est généralement pas nul ; il est orthogonal aux
directions autorisées.
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FICHE 95 - INFORMATIQUE PYTHON

Monte-Carlo et couverture des intervalles

Comprendre

Pour estimer P(A), simuler N réalisations indépendantes et moyenner leurs indicatrices. Pour
I=[[a,b]g(x)dx, simuler U uniforme sur [a,b] et moyenner (b—a)g(U). Si la variance est finie, celle de la
moyenne est divisée par N ; Tchebychev donne une garantie et le TCL une approximation de ses
fluctuations.

Pour comparer des estimateurs, répéter le protocole R fois a paramétre fixé connu en simulation.
Calculer les moyennes des estimateurs, leurs dispersions et leurs histogrammes. Pour un intervalle,
compter les répétitions ou il contient le paramétre et calculer ses demi-largeurs ; une couverture
estimée est elle-méme soumise a une fluctuation de taille environ 1/4R.

Le code compare la couverture d’un intervalle normal conservateur a 95 % pour une proportion. Il
illustre une propriété asymptotique ; remplacer r par 1/(2*np.sqrt(n*0.05)) permet d’étudier l'intervalle
garanti de Tchebychev.

Exemple expliqué

Pour n=400, la marge normale conservatrice vaut 0,049. Au voisinage de p=1/2, la couverture
simulée doit étre proche de 0,95, sans étre exactement égale a chaque exécution.

import numpy as np

import numpy.random as rd

n, R, p = 400, 5000, 0.5

F = rd.binomial(n, p, R) / n

r=1.96 / (2*np.sqrt(n))

couverture = np.mean(np.abs(F-p) <= r)

A toi de jouer

Comment obtenir les demi-largeurs moyennes dans cet exemple ?

Corrigé

La marge r est constante pour toutes les répétitions : la demi-largeur moyenne vaut donc r avant
intersection éventuelle avec [0,1]. Un intervalle a variance estimée aurait des marges variables.

Point de vigilance : Une simulation vérifie une plausibilité sur les paramétres testés ; elle ne prouve pas une
garantie uniforme.
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ENTRAINEMENT 11 - ENONCE

Une application sur les polynomes

45 minutes - Sujet original

Situation et documents

Dans E=R;[X], on définit f(P)=P+(1-X)P". On utilise la base canonique (1,X,X3).
Travail demandé

1. Vérifier que f est un endomorphisme et écrire sa matrice.

2. Déterminer noyau, image et rang.

3. Chercher une base propre et diagonaliser f.

4. Exprimer fAn pour n21 sur la base propre.

Avant de regarder la correction

Calculer les images de la base, puis utiliser une base mieux adaptée a la formule de f.
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ENTRAINEMENT 11 - CORRIGE

Une application sur les polynomes

Une proposition raisonnée ; les variantes valides sont acceptées.
1. Matrice

L’application est linéaire et conserve le degré au plus 2. f(1)=1, f(X)=1 et f(X?)=2X-X2. Donc
A=[[1,1,0],[0,0,2],[0,0,-1]].

2. Noyau et image

Pour P=a+bX+cX?, f(P)=(a+b)+2cX-cX? Le noyau est Vect(X-1), de dimension 1. L'image est
Vect(1,2X-X?), de dimension 2. Le rang vaut 2.

3. Base propre

La matrice triangulaire donne les candidates 1,0,—1. On a f(1)=1, f(X-1)=0 et f((X-1)?)=-(X-1)2. Ces
polynémes sont libres, par leurs degrés distincts ; ils forment une base propre. La matrice de
passage a colonnes (1,0,0), (-1,1,0), (1,-2,1).

4. Puissances

Si P=a+p(X-1)+y(X-1)?, alors pour n21, fAn(P)=a+(-1)"n y(X-1)2. Pour n=0, f°(P)=P. La composante
de valeur propre nulle disparait aprés la premiére application.

Vérifier ta réponse

Trace(A)=0=1+0-1 ; la somme des dimensions propres vaut 3.

Autoévaluation : Matrice 5 points ; noyau/image 6 ; réduction 6 ; puissance 3.
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BOITE A OUTILS

Formules a utiliser avec leurs hypotheses

Objet Formule et condition

Suite affine u_n = {+a’n(u_0-f), avec L = b/(1-a) eta # 1.

Série géométrique Somme de g*n pourn =0: 1/(1-q), si |q| < 1.

Rang dim E = dim Ker f + rang f, pour E de dimension finie.

Diagonalisation A"n = PDAnP”(-1), si A = PDPA(-1).

Projection sur u p(x) = [{(x,u)/||u]|*]u, avec u non nul.

Variance Var(X) = E(X?)-E(X)?, si le second moment existe.

Somme Var(X+Y) = Var(X)+Var(Y)+2Cov(X,Y).

Bayes P(A|B) = P(BJA)P(A)/P(B), si les conditionnements sont définis.

Moyenne empirique Variance 0%/n pour n variables indépendantes de méme variance.

TCL \n(moyenne—-p)/c converge en loi vers N(0,1), sous hypothéses iid et
0<0?<,

Controle final

Avant chaque formule : préciser les domaines, les hypothéses, les indices et I'existence des
quantités. Apres le calcul : contrdler le signe, les bornes possibles et un cas simple.
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